Capitulo 4

Potencial Eletrostatico

4.1 Introducao

A utilizagao do campo elétrico, como visto no capitulo anterior, para re-
solugao de problemas pode ser bastante complexa, principalmente devido ao
fato de o campo elétrico ser um campo vetorial. Dessa forma, o potencial
elétrico entra como uma excelente forma de simplificar os calculos a serem
realizados e possibilitar a resolucao de problemas ainda mais omplexos de

eletrostatica.

Inicialmente, porém, relembremos alguns conceitos basicos:

4.1.1 Recordacao da Mecanica

Sendo P1 e P2 pontos e ¢ um caminho que liga P1 a P2. O trabalho realizado

por uma forga ao longo deste caminho de P1 a P2 é:

P
Wy, = / Fudl
Pi(c)

Dessa forma, pelo teorema do trabalho-energia cinética temos:
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AT = WJ(DTLPQ

T—T =W p,

Ou seja, o trabalho ¢ igual a variacao da energia cinética entre os pontos.
Assim temos que, se a forca F' for conservativa, pela conservacao da energia

mecanica temos:

AV +AT = = AE,.. =0

WP1—>P2 = —AU
Py
AU = — / Fedl
P

Que s6 depende dos pontos inicial e final.

4.2 Definicao do Potencial eletrostatico

Logo, assim como associamos a for¢a Peso um campo escalar U da energia
potencial gravitacional, podemos associar a forca eletrostatica um campo
escalar V, pois esse se trata também de um campo conservativo, da seguinte

forma:

B
AU = —/qﬁ-df (4.1)
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O que nos leva a

Ou seja

EnergiaPotencialEletrostatica

Potencial =
carga

93

(4.2)

Porém a escolha do nivel o qual o poténcial é nulo é arbitrario, sendo

normalmente escolhido o infinito, assim, é conveniente escolher V(oo) = 0.

Exemplo:

4.2.1 Calculo do pontencial eletrostatico gerado por

uma carga pontual q

Sabe-se que:

Logo:

> o 1 q q 1
— =— [ Edl=—- —dr = —_— —
V(r2) = V(r) / / 4egr? " 4reg (m 1

1

)
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4.3 Calculo do Campo a partir do potencial

Como vimos, definimos o potencial eletrostatico através do campo elétrico,
mas, dado o potencial é possivel obter o campo elétrico?
A resposta é sim, da seguinte forma:

Sabe-se pelo teorema do gradiente que:

Py
AV:—/ﬁVJ
Py
Mas:
Py
AV:—/EJ
Py

Logo, como a igualdade é verdadeira para quaisquer pontos P, e Ps,

temos:

—

E=-VV (4.3)

que nos da o vetor campo elétrico a partir do campo escalar V. Vale notar

que isso s6 é possivel devido ao fato de o campo elétrico ser conservativo.

4.3.1 Equipontenciais

Nesse momento, faz-se necessédrio introduzir o conceito de equipontenciais.
Basicamente, as equipotenciais sao regioes com o mesmo potencial eletrostatico.
Além disso, deve-se notar que a equacao dV = FE - dl implica que, se E_Ldl:

dV =0=V = cte

Logo, as equipotenciais sao perpendiculares ao campo.
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4.4 Potencial de uma distribuicao de cargas

O célculo do potencial é, muitas vezes, menos trabalhoso que o cédlculo do
campo elétrico. Dessa forma, veremos a seguir diversas formas de calcular
o potencial elétrostatico e alguns exemplos de aplicacao. Sempre lembrando
que E=-VV

Sabe-se, como o principio da superposicao é valido para o campo elétrico,

0 mesmo acontece para o campo eletrostatico, assim temos que:

Logo:

V(P) = (4.4)

Que, Para uma distribuicao:
Volumétrica: dq = pdv
Superficial: dg = odS
Linear: dg = A\dl

Agora, vejamos alguns exemplos de aplicacao:
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4.4.1 Anel isolante uniformemente carregado

dyg=hdl =hr.db

Figura 4.2: Anel isolante carregado com densidade linear A

Assim:
T apdo
1 P
V(P) = / -
meo S (P +2%)
Q
V(P) = 1/2
Ameg (p? + 22)
Assim, como E= —ﬁV, entao:
E= @
Areg (p? + 22)Y

4.4.2 Disco uniformemente carregado: a uma distancia

z do centro
Como dq = ods = or'dr'dd e r = (z* + r2)Y/? entdo:

2

/
4 0
0

R

R
or'dr'dd)  mo 2r'dr’
22 +T’2 1/2 Are, 22 +r’2 1/2
0

0
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Figura 4.3: disco isolante carregado com densidade superficial o

v (24 )2 = 2 [\/m_ |z|}

- E 0 280

Vale notar que, se lim|z| >> R entao:
1/2
R\’ 1 R?
V224 R? = |z <1+(;)> = |z <1+§?+...)

Logo:

0 R? 1 Q
T 20z]z|  dmeg |2

Ou seja, caso observemos o disco de muito longe, ele ird se comportar

cada vez mais com uma carga pontual. Além disso podemos obter F:

E__Qv_i c 2
0z 25 ||l VRZ¥ 2

Desse exemplo nés podemos tirar algumas conclusoes:
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= Normalmente é mais dificil achar o potencial em outros pontos fora do
eixo de simetria, pois a integral nao é tao simples apesar de bem conhecida
e tabelada (integrais elipticas).

= O campo, assim como o poténcial, pode ser dificil de calcular caso nao
haja simetria. Além disso, ambos o potencial e o campo elétrico se aproxi-
mam daqueles gerados por cargas pontuais com o aumento da distancia.

Calculemos agora o exemplo do potencial no bordo do disco:

4.4.3 Disco uniformemente carregado: Calculo no Bordo

aq

Figura 4.4: disco isolante carregado com densidade superficial o
Assim:

dq = or(20)dr

_ 1 [dq
 dre, r
1
V=—[0c(20)dr

471'60
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Porém, pela geometria do triangulo:

r=2Rcos0

dr = —2Rsenfd0

Logo:
1 / R 3 R
V=—— [ 020(—2Rsend)df = = / fsenfdh = — [senf) — 0 cos 0]/
4meg TEQ TEQ
/2 0

Ro
%orda =

TEY

4.4.4 Casca esférica

Temos:
r? =2+ R* — 22Rcosf
dq = ods = o R*senfdfd¢
Assim: ,
1 oR?senfdfdo
V(z) =
4rreg (22 + R? — 2zRcos 0)1/?
00
2roR?2 ., 2 1™
el -2 /2
V(z) Ine2oR (> +R zRcos 0)"?]
Viz) = oft [\/22+R2+2zR—\/22+R2—2zR} _ o [\/(Z—i—R)Q— \/(z—R)Q}
€022 €022
o R?
sez>R=2—R>0= (z—R)sz—R:>V(z):6—Z
0
ser< R 2—R<0=VE-RP——(—-R) = V()= i re (-2 = 28

2802 €0
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Figura 4.5: disco isolante carregado com densidade superficial o

O potencial dentro da esfera é constante. Assim temos:

oR? Q Q
= r>R r>R
Viz) = €oZ dmeoz” e E(z) = dmeoz2)
(2) {ﬁ— 9 _r<R (=) {0,7’<R

co  4me R’
Podemos entao, construir os graficos de E e V em funcao de r obtendo

assim:

4.5 Dipolo elétrico e expansao multipolar dos

campos elétricos

Por definicao, um dipolo elétrico esté relacionado com o potencial elétrico
gerado por um sistema de duas cargas.

Exemplo: Encontre o potencial elétrico em um ponto arbitrario no eixo
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Vit EQ),
I ol ol
r ’.1
Wy Sl
L - N r
1 R !
Figura 4.6: grafico de E e V por r
ot "o :
-1 q x
Figura 4.7: Esquema
Assim:
1 1 — 1 1
Vix) = q (=) _ 4 B
Areg|lv —a|  Ameg|lr —a|l  Admeg ||z —al |z —al
Que, sendo V) = 47;;0& entao:
V(z) 1 1

Vo [E-1] 21

Assim pode-se construir o grafico:
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-
d 5

-

Figura 4.8: Gréfico de V/V; em fungao de x

Que diverge no local onde as cargas se encontram.
Agora, iremos analisar o caso anterior, mas com a posi¢ao de referéncia

sendo em qualquer ponto do plano. Assim temos:

A
kA
P
ff?"
o
Py
1 _.»',' ,J"'---.l"-‘l
-)__,-“' .-"'-J! ,.-"
_-"'J- ]- -~ .'"-r
A A
¥y
at—" S
o
s S -
F
____/ qw
e

Figura 4.9: Esquema

1 1
-l
dmeg |ry  T-

Mas r2 = r? + a® F 2ra cos §. Considerando uma posigao na qual r >> a
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temos:

1 iy 1 2
— = (r* +a® F 2racosf) 2 == 1+<2) :FQECOSH
e r AT r

1
mas se r << 1 entao (1 + )~ 21— %x, e como + << 1 entao:

1 1 1 2
—z—(l——<g> igcosﬂ)
re T 2 \r r

Logo:

q 1 /aN\2 a 1 /aN\2 «a q2acos  pcosf pr
Vo [ () feomg 14 L (2)  Leond] = _ poost _
4dmeor { 2 \r * r o8 * 2 \r + r o8 4deyr? dregr?  4dmwegr?

Na qual p = 2aq/A€ ¢ o momento dipolo elétrico.

Vale notar também que V cai com 7% e nao com r, o que é razoavel, que
V decresca mais rapido que o potencial de uma tunica carga, pois conforme
estamos mais e mais longe do dipolo, este parece mais e mais com uma

pequena unidade de carga zero.

Calculando o campo, sabendo que o gradiente em coordenadas esféricas

¢é dado por:
= 0 10 1 0
I | Ry
v 8rr+r89 +rsin96<p¢
Entao:
o oV pcost 19V 1psing  psinf

— — — 9 —_ — - e -
or 2megr3’ r 00 rdmegr? Aregrs
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P ]0(30807q psinQé

2meors 4degrs
A seguir faremos uma andlise mais aprofundada do assunto, aplicando o
mesmo raciocinio anterior, poderemos deduzir que:
Em monopolo V cai com 1/r
Em um dipolo V cai com 1/r?
Em um quadripolo V cai com 1/r?
E assim sucessivamente...

Consideremos agora uma distribuigao de cargas na vizinhanga na ori-
gem do sistema de coordenadas, finita, e pode ser totalmente encenada por
uma esfera de raio a que é pequeno comparado a distancia até o ponto de

observagao. Assim temos que:

Figura 4.10: Esquema

Na qual p = p(r'). Logo:

Mas,se r >> 1’
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1
1 7. "\?2\ 2
— —1 — .
|7 =7 = (2 = 2FF 41?2 == 12—+ —
T T T
= = 2 = =
— -1 1 1 r r 1 rr
r— 7’_’(| ~-(1—= —2—2 + -3 ~ - + 3
r 2 r r r r
LY " .
Potencialdemonopolo Potencialdedipolo,sendop=+"q— %

Logo, O potencial devido a uma distribuicdo de carga arbitraria pode

sempre ser expresso em termos de uma expansao de multipélos. Assim, pela

Lei dos Cossenos:
2

7 =7 | =r*+r? =2 cost
——

T

Note que foram definidos duas distancias, uma r e outra r nao se confundal

"\ 2 r
=721+ (—) —2—cost
r r
r 2 r /2
r=r 1+<—) —2—cos b
r r

Logo:

1 16-1-3
2 8 16
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1 1 I\ 2 / 3 N 4 3 7\ 2 3 N\ 3
Sl (B) v lcoso 2 (D) 2 (D) coso — 2 (D) cost + ..
r 2\ r r 8\ r 2\ r 2\r

/ N\ 2 2t
3 0 —1
1+—T cosH’—i—(—r) —( COSQ )+...

Que, utilizando entao os polinomios de Legendre:

P(2)= o (%) (1)’

Podemos escrever:

Logo:

V(r) = 47350 / P <T2dvlipn (cos @) (%)n

V(r) = ! Z 7“"1“ /(fr')” P, (cos®) p(r")dv'

47T€0

Note que temos agora a expansao multipolar do potencial em termos de
1/r, na qual: n = 0, contribui¢do de monopdélo

n = 1, dipolo

n = 2, quadrupolo

Com o menor termo nao nulo da expansao nos da aproximadamente o
potencial a grandes distancias, e os termos sucessivos aumentam a precisao
do resultado.

Nota-se também que o termo de dipolo é dado por:

1 1
~ ~ / /
Vi = i+ [ 7o) dr
dre, T
A Y e—
p=momentode
dipolodadistribuicao
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A

pois ' cos@ =7 -

4.6 Circulacao do campo elétrico

Como visto no capitulo zero sabemos que:

]4 cdl = (%5) AAS

Iy

Onde ¢ é um campo vetorial qualquer.

Dessa forma, como sabemos que

—

]{E.df: 0,vT
Iy

Entao:

/ (%E).dg’: 0,¥5

5
VxE =0
Essa equacao resume basicamente toda a eletrostatica, visto que, ela mos-
tra que o campo elétrico é conservativo (na eletrostatica) e permite que o

campo elétrico seja o gradiente de uma funcao potencial, visto que VxVV =0

(o rotacional de um gradiente é sempre nulo).
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